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长度为奇素数的完备高斯整数序列构造法 
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摘  要：提出一类基于分圆类构造完备高斯整数序列的方法。分别通过有限域 GF(p)上的 2 阶和 4 阶分圆类，构

造得到自由度分别为 3 和 5 的高斯整数序列，序列长度为奇素数，该序列具有良好的完备自相关性能。该构造方

法解决了以往利用分圆类计算复杂度较高，不易求解的问题，简化了序列的生成方法。该序列在无线通信中具有

良好的应用前景。 
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Constructions of perfect Gaussian integer  
sequences of odd prime length 
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Abstract: Constructions of perfect Gaussian integer sequences (PGIS) based on the cyclotomic classes were proposed. 
The PGIS with degree 3 and 5 were constructed respectively from the cyclotomic classes of order 2 and 4. The presented 
sequences with odd prime length have ideal autocorrelations. The methods solved the problem that the traditional con-
structions of PGIS from the cyclotomic classes have high computational complexity. As a result, this kind of sequences 
will be useful in the applications of wireless communications. 
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1  引言 

具备理想自相关性能的序列被称为完备序列[1-2]。

该类序列广泛应用于无线通信[3]、信道估计[4]、雷

达探测等领域。通常完备的二元和四元序列因其较

高的能量效率和应用便利的特点得到广泛应用。但

是这两类序列的已知数量极少，如只存在一个长度

为 4 的二元完备序列；对于四元序列，不存在长度

为 2m ， 4m > 的完备序列[5]。因此具有完备自相关

性能的多元复数序列被广泛研究。 

高斯整数序列是序列中各元素的实部和虚部

均为整数的序列。高斯整数序列与传统的单位圆复

数根序列不同，其元素幅值不相等。由于高斯整数

序列的这种性质，可将其应用到 CDMA 通信系统

中用于提高数据传输速率。近年来，具有良好自相

关性能的高斯整数序列设计得到学者的广泛关注。

Fan 和 Darnell[6]根据有限域 GF(p)和高斯素数域 πG

在数学上相等价的特性，提出了一类长度为 N 的几

乎完备高斯整数序列的构造方法，该序列在
4
N

、
2
N
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和
3
4
N

处存在 3 个非零旁瓣值。Pei[7]通过将时域序

列转换到频域，利用补零和复制序列的方法得到任

意长度的完备高斯整数序列。Chang 等[8]利用过采

样技术和基序列理论构造出了自由度分别为 3 和 4
的任意复合长度的完备高斯整数序列。Peng 等[9]采

用参数为
1 3, ,

2 4
N NN − −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

的循环差集和中国剩余

定理相结合的构造方法，得到了自由度为 4，序列

长度为 ( )2 mod 4N ≡ 的完备高斯整数序列。文献[10]
利用定义在集合{ }0, 1, j± ± 的 4 个基序列，进行线性

组合，构造了一类特殊的高斯整数序列。这类序列

中零元素占绝大多数，最多只有 16 个非零元素，

称这类序列为稀疏高斯整数序列，可被用于 OFDM
系统降低信号峰均功率比。文献[11-13]提出利用二

元伪随机序列构造自由度为 2 的完备高斯整数序

列。文献[14]在此基础上将该方法进行推广，提出

采用 p 元伪随机序列产生几乎完备高斯整序列的构

造方法。文献[15]提出将完备高斯整数序列设计问

题转换为线性方程组求解的问题，得到了序列周期

为 kp ，其中，p 为素数，自由度为 1k + 的完备高斯

整数序列。Tang 等[16]利用组合数学中的经典分圆类

方法在有限域 GF(p)上利用 2 阶和 4 阶分圆类构造

出长度为奇素数，自由度分别为 3 和 5 的完备高斯

整数序列。该方法通过分圆和映射将高斯整数序列

设计问题转化为非线性方程组的求解问题。这种方

法必然导致随着自由度的增加，非线性方程组中未

知量的数目也随着增加，求解难度也相应增大。在

文献[16]中提出了自由度为 5 的完备高斯整数序列

构造方法，并列举了满足条件的方程组，然而并未

对其进行求解。 
为避免分圆类构造高斯整数序列时方程组不

易求解的问题，本文根据完备序列的离散傅里叶变

换均为恒模序列的性质，在频域上进行构造，得到

完备高斯整数序列。首先利用分圆类在时域上得到

几乎完备序列，将其转换到频域得到谱序列，然后

通过在零点处进行补值的方式，使其成为恒模序

列，并经离散傅里叶逆变换得到完备高斯整数序

列。该方法与文献[16]中的构造方法相比，简化了

构造高斯整数序列所需满足的条件，避免了非线性

方程组的求解问题，使构造方法更加简便。但采用

本文的构造方法所构造出的完备高斯整数序列的

长度有限制，只能构造出序列长度为奇素数的完备

高斯整数序列。 

2  基本概念 

定义 1  设 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , , 1S s s s N= − 是长度

为 N 的序列，序列 S 中的元素 ( )s t 均为复数形式，

表示为 ( ) ( ) ( )js t a t b t= + ，其中， ( ) ( ), Za t b t ∈ ，

0 1t N −≤ ≤ ， j是虚数单位，则序列 S 为高斯整

数序列。若在序列 S 的一个周期内，存在不同非零

元素的个数为 d，则称序列的自由度为 d。序列 S
的自相关函数定义为 

 ( ) ( ) ( )
1

*

0

N

S
t

R s t s tτ τ
−

=

= +∑  (1) 

其中， ( )modt t Nτ τ+ = + ，0 Nτ <≤ ， ( )*s t 表示

复数 ( )s t 的复共轭。若序列 S 为完备高斯整数序列，

则其理想自相关函数一定满足 

 ( ) , 0
0,         1,2, , 1

S
s

E
R

N
τ

τ
τ
=⎧

= ⎨ = −⎩

     
 (2) 

其中， ( )
1 2

0

N

S
t

E s t
−

=

= ∑ 表示序列 S 的能量。 

定义 2  设 1p ef= + 是一个素数，e 和 f 均为正

整数，α 是有限域 ( )GF p 上的一个本原元，则

( ) ( )
0 { ,0 ,0 }e l e ek j

lC C l e k fα α += = < <≤ ≤ 。其中，
( )e
lC 被称为有限域 GF(p)上的 e 阶分圆类[17]，而对

于正整数 l 和 k，定义 ( ),
e

l k 为有限域 GF(p)上的 e

阶分圆数，其表达式为 

 ( ) ( )( ) ( ), 1e e
l kel k C C= + ∩   (3) 

引理 1[17]  设 2 1p f= + ，p 为奇素数。若 f 为

奇数，则其 2 阶分圆数为 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 10,0 1,0 1,1 0,1
2 2

f f− +
= = = =，  (4) 

若 f 为偶数，其 2 阶分圆数为 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

20,1 1,0 1,1 0,1
2 2
f f −

= = = =，  (5) 

引理 2[17]  设 2 24 1 4p f x y= + = + ，x 和 y 均

为正整数。当 f 为奇数时，这 16 个分圆数如表 1

所示，其中，
7 2
16

p xA − +
= ，

1 2 8
16

p x yB + + +
= ，

1 6
16

p xC + −
= ，

1 2 8
16

p x yD + + +
= ， E =

3 2
16

p x− −
。
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当 f 为偶数时，这 16 个分圆数如表 2 所示，其中，

11 6
16

p xA − −
= ，

3 2 8
16

p x yB − + +
= ，

3 2
16

p xC − +
= ，

3 2 8
16

p x yD − + −
= ，

1 2
16

p xE + −
= 。 

表 1 f为奇数时的 4 阶分圆数 

(j, k)4 0 1 2 3 

0 A B C D 

1 E E D B 

2 A E A E 

3 E D B E 
 

表 2 f为偶数时的 4 阶分圆数 

(j, k)4 0 1 2 3 

0 A B C D 

1 B D E E 

2 C E C E 

3 D E E B 

 
引理 3[18]  设 4 1p f= + 为素数，则满足式(6)。 

 ( )
3

0

1 0
, =

1,2,3m

f n
m m n

f n=

− =⎧
+ ⎨ =⎩

∑
，

，
 (6) 

通过上述分圆类可以构造几乎完备序列，且这

类几乎完备序列经过离散傅里叶变换之后的谱序

列具有除零时刻外，其余时刻的模值均相等的性

质。通过在零时刻进行补值，使其满足恒模条件，

对构造后的谱序列进行离散傅里叶逆变换可以得

到完备序列。 
定义 3  对长度为 N 的时域序列 ( )s n 进行离散

傅里叶变换（DFT）,得到频域序列 ( )s m ，简称为

谱序列。序列 ( )s n 的 DFT 表达式如式(7)所示。 

 
1

0

( ) ( )
N

nm

n
s m s n ω

−

=

= ∑  (7) 

其中，
j2π

=e Nω
−

， , ZNn m∈ 。离散傅里叶逆变换

（IDFT）表达式为 

 
1

0

1( ) ( )
N

nm

m

s n s m
N

ω
−

−

=

= ∑  (8) 

定义 4  设序列 ( )s n 为长度为 N 的恒模序列，

则该序列一定满足下列条件 

 ( ) , ZNs n A n= ∈  (9) 

其中，A 为模值。 
引理 4[19]  若序列 ( )s n 为恒模序列，则其经

DFT 之后的谱序列序列 ( )s m 必定为完备序列；同

理若序列 ( )s n 为完备序列，则其经 DFT 之后的谱

序列 ( )s m 必定为恒模序列。 

3  完备高斯整数序列构造 

本节介绍了两种构造方法，分别利用 2 阶分圆

类和 4 阶分圆类构造自由度为 3 和 5，序列长度为

奇素数的完备高斯整数序列。首先通过经典分圆类

的方法构造出几乎完备序列，然后利用 DFT 得到其

谱序列，最后将该序列构造为恒模序列，并将序列

进行 IDFT，得到时域序列。由引理 4 可知，所得

时域序列即为完备高斯整数序列。 
构造法 1  
步骤 1  设 2 1p f= + ，p 为奇素数，f 为偶数，

得到有限域 ( )GF p 上的 2 阶分圆类 { }(2) 2 2
0 1,lC C C= ，

简记为{ }0 1,CC 。定义序列 ( )s t ，序列长度为 N p= ，

定义如式(10)所示。 

 ( )
( )
0,        0

1 ,   , 0,1n
n

t
s t

t C n

=⎧⎪= ⎨
− ∈ =⎪⎩

 (10) 

步骤 2  对序列 ( )s t 进行DFT得到谱序列 ( )s m 。 

步骤 3  构造序列 ( )u m ，如式(11)所示。 

 ( )
( )
( )

j       0

          0   

N a b m
u m

N s m m

⎧ + =⎪= ⎨
≠⎪⎩

，

，
 (11) 

其中，a 和 b 均为整数，且满足 2 2a b N+ = 。 
步骤 4  将序列 ( )u m 进行 IDFT 得到序列

( )u t 。 
首先给出引理 5，引理 5 将用于证明序列 ( )u t

的完备自相关性质。 
引理 5  上述构造法 1 中步骤 2 得到 ( )s t 进行

DFT 得到谱序列 ( )s m 满足  

 ( )
0,            0

0

m
s m

N m

=⎧⎪= ⎨
≠⎪⎩ ，  

 (12) 

证明  分 m=0 和 0m ≠ 两种情况讨论。 

1) 当 0m = 时，显然 ( ) ( )
1

0

0

0 =0
N

t

s s t ω
−

=

= ∑ 成立。 
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2) 当 0m ≠ 时，
0

1

0
( ) ( )

N
t m tm

t t C
s m s t ω ω

−
⋅

= ∈

= = +∑ ∑ ( )
1

1 tm

t C

ω
∈

− ∑ ，设任取 ( )1 2,t t GF p∈ 且满足 2 1t t τ= + 。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 0 1 1 2 0 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

1 0 2 0 1 0 2 1 1 1 2 0 1 1 2 1

2 1 2 1

1 2 0 1 2 0 1

1 2 1 2

2 *

0

, ,

t m t m t m t m

t C t C t C t C

t t m t t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

t t m t t m

t t C t t C t C
t t t t

s m s m s m

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

− −

∈ ∈ ∈ ∈

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

− −

∈ ∈ ∈
= ≠

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − − +

= + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1 2 1

1 2 1 1 2 10 1 1
2 22 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 0 1 2 1 1 0 1 1
2 22 11 2 1 2

0

, ,

, ,

1

2
1

1

1 0,0

t t m t t m

t t C t t Ct C
t Ct C t t t t

t t m t t m t t m t t m

t t C t t C t C t C
t Ct Ct t t t

N
m

N

N τ

τ

ω ω ω

ω ω ω ω

ω

− −

∈ ∈∈
∈∈ = ≠

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈
∈∈≠ ≠

−

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

= − +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1

1 1

1,1 0,1 1,0

1 1

N N N
m m m

N N
m mN f f

N

τ τ τ

τ τ τ

τ τ

τ τ

ω ω ω

ω ω

− − −

= = =

− −

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − + − −

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑
    (13)  

由上述讨论可知，引理 5 成立。 
定理 1  由构造法 1 得到的序列 ( )u t 是自由

度为 3，长度为 2 1N f= + ，f 为偶数，N 为奇素

数的完备高斯整数序列。该序列时域表达式如式

(14)所示。 
 ( ) ( ) ju t Ns t a b= + +  (14) 

证明  由引理 4 可知若，序列 ( )u t 经 DFT 之

后得谱序列 ( )u m 为恒模序列，则序列 ( )u t 必定为完

备序列。因此只需证明谱序列 ( )u m 为恒模序列即可。 

由 ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

( ) ( ) j
N N N

tm tm tm

t t t

u m u t N s t a bω ω ω
− − −

= = =

= = + +∑ ∑ ∑  

可知，需分 0m = 和 0m ≠ 两种情况进行讨论分

析。 
1) 当 0m = 时，根据引理 5，由 ( )0 =0s ，则

( ) ( )0 ju N a b= + ， ( )0u N N= 。 

2) 当 0m ≠ 时 ， 由 ( )
1

0
j 0

N
tm

t
a b ω

−

=

+ =∑ ， 则

( ) ( )
1

0
( )

N
tm

t
u m N s t N s mω

−

=

= =∑ ，根据引理 5 可得

( ) ( )
2 2

2 3u m N s m N= = 。 

综上所述， ( ) , 0,1, , 1u m N N m N= = − ,则

谱序列 ( )u m 为恒模序列，由引理 4 可知，所得构

造序列 ( )u t 为完备高斯整数序列。 

证毕 
定理 1 通过 2 阶分圆类产生的几乎完备序列转

换到频域，并采用零点补值的方法使其成为恒模序

列，根据再经 IDFT 转换到时域，由引理 4 得到自

由度为 3 的完备高整数序列。 
例 1  2 1p f= + ，令 6f = ，则得到长度为

13N = 的序列 ( )s t 如下所示。 

 ( ) ( )0, 1,1, 1, 1,1,1,1,1, 1, 1,1, 1s t = − − − − − −  

通过构造法 1，选取 2, 3a b= = ，得到完备高斯

整数序列 ( ) ( )13 2 3ju t s t= + + 如下所示。 

 
( )

2 3j, 11 3j,15 3j, 11 3j, 11 3j,15 3j,
15 3j,15 3j,15 3j, 11 3j, 11 3j,15 3j, 11 3j

u t =

+ − + + − + − + +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + + − + − + + − +⎝ ⎠

 

自相关值分布如下。 
 ( ) ( )2197,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0uR τ =  

构造法 1 提出了利用 2 阶分圆类产生自由度为

3 的完备高斯整数序列的方法，通过对所得构造序

列 ( )u t 观察可知，序列中的不同元素在非零时刻出

现的次数相等，说明该序列具有较好的平衡性。 
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构造法 2 
步骤 1  令 4 1p f= + ，p 为素数，得到其 4 阶分

圆数 { }(4) 4 4 4 4
0 1 2 3, , ,CjC C C C= ，将其简记为{ }0 1 2 3,C , ,C C C 。

定义几乎四元完备序列 ( )s t 如式(15)所示。 

 
0

1

2

3

0, 0
1,

( ) j,
1
j,

t
t C

s t t C
t C
t C

=⎧
⎪ ∈⎪⎪= ∈⎨
⎪− ∈⎪
− ∈⎪⎩

 (15) 

步骤 2  对序列 ( )s t 进行 DFT 得到谱序列

( )s m 。 

步骤3  根据引理4构造序列 ( )u m 如式(16)所示。 

 ( )
( )
( )

j       0

         0   

N a b m
u m

N s m m

⎧ + =⎪= ⎨
≠⎪⎩

，

，
 (16) 

其中，a 和 b 均为整数，且满足 2 2a b N+ = 。 
步骤 4  将序列 ( )u m 进行 IDFT，得到序列

( )u t 。 
下面给出引理 6，该引理将用于证明序列 ( )u t

的完备自相关性质。 
引理 6 上述构造法 2 中步骤 2 得到 ( )s t 进行

DFT 得到谱序列 ( )s m 满足 

 ( )
0,            0

0

m
s m

N m

=⎧⎪= ⎨
≠⎪⎩ ，  

 (17) 

证明  分以下两种情况讨论。 

当 0m = 时，显然 ( ) ( )
1

0

0
0 =0

N

t
s s t ω

−

=

=∑ 成立。 

当 0m ≠ 时，任取 ( )1 2,t t GF p∈ ，则有 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 2 2 2

1 0 1 1 1 2 1 3 2 0 2 1 2 2 2 3

1 2 1 2 1 2 1 2

1 0 2 0 1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3

2 *( )

j j j jt m t m t m t m t m t m t m t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

t t m t t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

s m s m s m

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + − − + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡
= + + +⎢
⎣

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 0 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2 0

1 2 1 2 1 2 1 2

1 0 2 2 1 1 2 3 1 2 2 0 1 3 2 1

1 2

1 0 2 3

j

j

t t m t t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

t t m t t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

t t m t

t C t C

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

−

∈ ∈

⎤
−⎥

⎦

⎡ ⎤
+ + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 1 2 0 1 2 2 1 1 3 2 2

j j

t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C

A B C D

ω ω− − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

= − − +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

(18)

 

将式(18)中的 A 进行化简得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 0 2 0 1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3

1 2 1 2 0 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 3

1 2 1 2

1 2 1 2 0 1 2

0 0 0 0

  ,   ,   ,   ,

  ,

= t t m t t m t t m t t m

t C t C t C t C t C t C t C t C

t t t t C t t t t C t t t t C t t t t C

t t m t t m

t t t t C t t

A ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

− − − −

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= ∈ = ∈ = ∈ = ∈

− −

≠ ∈ ≠

+ + +

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 3  ,   ,   ,

t t m t t m

t t C t t t t C t t t t C

ω ω− −

∈ ≠ ∈ ≠ ∈

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

 

(19) 

令 1 2t t τ= + ，则式(19)为 
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( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

4 4
1 1

1 1

4 4
1 1

3 1

4
0 1

1

0

1 0,0 1,1

2,2 3,3

1 ,

1 1 1

N N
m m

N N
m m

N
m

k

N
m

A N

N k k

N f

N f

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ

τ

τ

τ

ω ω

ω ω

ω

ω

− −

= =

− −

= =

−

= =

−

=

= − + + +

+

= − +

⎡ ⎤
= − + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
= −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

(20)

 

同理可以求出 B 为 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 0 2 1 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 2 3 1 3 2 0

1 0 2 1 1 1 2 2

1 2 2 3 1 3 2 0

 ,  ,

 ,  ,

1

0

 1

= 

t t m t t m

t C t C t C t C

t t m t t m

t C t C t C t C

m m

t C t C t C t C

m m

t C t C t D t C

N
m

B

f

f

τ τ

τ τ

τ

τ

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω

− −

∈ ∈ ∈ ∈

− −

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

−

=

= + +

+

= + +

+

⎡ ⎤= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

−

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

 

(21)

 

按照相同的计算方法可以求出 C f= − 和

D f= − 。 

综上，所述当 0m ≠ 时， ( )
2

( ) js m N f f= − − −  

( ) ( )jf f N− − + − = ，引理成立。 
定理 2  序列 ( )u t 是自由度为 5 的，序列长度

为 4 1N f= + 的完备高斯整数序列，其时域定义如

式(22)所示。 

 ( ) ( ) ju t Ns t a b= + +  (22) 

证明  对所得构造序列 ( )u t 进行 DFT 得到谱

序列 ( )u m ，根据引理 4 分别对 0m = 和 0m ≠ 两种

情况分别进行讨论。 
1) 当 0m = 时，根据引理 6，显然 ( )0u N N=

成立。 
2) 当 0m ≠ 时，则根据引理 6 可得 ( )u m =  

( )
1

0

( ) =
N

tm

t

N s t N s m N Nω
−

=

=∑ 。 

综上可得 

 ( )
,   0

,   0

N N m
u m

N N m

⎧ =⎪= ⎨
≠⎪⎩

 (23) 

序列 ( )u m 为恒模序列，由引理 4可知序列 ( )u t

为完备高斯整数序列。证毕 
例 2  4 1p f= + ，令 4f = ，则得到长度为

17N = 的序列 ( )s t 如下所示。 
 ( ) ( )0,1, 1, j,1, j, j, j , 1, 1, j, j, j,1, j, 1,1s t = − − − − − − − −  

利用构造法 2，选取 1, 4a b= = ，则可以得到完

备高斯整数序列 ( ) ( )17 1 4ju t s t= + + 高斯整数序列

( )u t 如下 

 
( ) (

)

1 4j,18 4j, 16 4j,1 21j,18 4j,
1 21j,1 13j,1 13j, 16 4j, 16 4j,1 13j,
1 13j,1 21j,18 4j,1 21j, 16 4j,18 4j

u t = + + − + + +

+ − − − + − + −

− + + + − + +

 

自相关函数值分布如下所示。 

 ( ) ( )4 913,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0uR τ =  

通过对构造出的高斯整数序列 ( )u t 计算其自

相关函数可知，只在 =0τ 时 ( ) 317 4 913uR τ = = ，在

其余时刻旁边值均为零，则所构造序列为完备高斯

整数序列。序列 ( )u t 在零时刻的元素只出现一次，

而在其余时刻不同元素出现次数相同，这表明该序

列具有良好的平衡性。 

4  分析与对比 

通过对上述构造方法所得结果进行总结，可以

得到如表 3 所示结果，表 3 中列举了一些自由度分

别为 3 和 5、长度不同的完备高斯整数序列所需满

足的 a 和 b 的值。 
通过对表 3 中结果分析可知，利用 4 阶分圆

类构造自由度为 5 的完备高斯整数序列可知，只

要其满足分圆类条件，即 p 为素数，f 为正整数，

所得序列 ( )s t 均可以构造得到完备高斯整数序列

( )u t 。而对于 2 阶分圆类所得构造序列，在满足

分圆类的条件下，对 f 需要进行进一步限定，即

f 必须为偶数。因为当 f 为奇数时，由 2 1p f= + 所

得序列长度 N 不满足条件 1mod 4N ≡ ，则无法分

解成两个自然数的平方相加的形式，因此无法构

造出完备高斯整数序列。综上所述，利用 2 阶和

4 阶分圆类均能构造长度为 4 1N f= + （f 为正整

数），自由度分别为 3 和 5 的完备高斯整数序列。 
该方法与文献[16]的方法相比明显简化了序列

的生成方法。在文献[16]中分别给出了利用 2 阶和

4 阶分圆类构造完备高斯整数序列的方法及其满足
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条件，但是在文中利用 4 阶分圆类构造完备高斯整

数序列时只给出了所需满足的方程组，而没有进行

求解。当 f 为奇数时，4 阶分圆类构造高斯整数序

列所需满足的条件如式(24)所示，当 f 为偶数时，

4 阶分圆类构造高斯整数序列所需满足的条件如

式(25)所示。 

 

* * * * * * * * *
0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0

* * * * * * * * *
2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 0 2 4

* * * * * * * * *
0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0

* *
2 1 2 2

0
a a A a a E a a A a a E a a B a a E a a E a a D a a C
a a D a a A a a B a a D a a B a a E a a E a a a a
a a E a a D a a B a a E a a E a a A a a E a a A a a D
a a B a a

+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + =
+ + + + + + + + +
+ * * * * * * *

2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 1 3 4
* * * * * * * * *

0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0
* * * * * * * * *

2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 2 0 4
* * *

0 0 0 1 0 2 0 3

0

0

E a a E a a B a a C a a D a a A a a a a
a a A a a B a a C a a D a a E a a E a a D a a B a a A
a a E a a A a a E a a E a a D a a B a a E a a a a
a a E a a E a a D a a

+ + + + + + + =
+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + =
+ + + * * * * * *

1 0 1 1 1 2 1 3 2 0
* * * * * * * * *

2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 3 1 4 0
B a a D a a A a a B a a C a a B

a a E a a E a a D a a E a a A a a E a a A a a a a

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

+ + + + + +⎪
⎪ + + + + + + + + =⎩

 (24) 

 

* * * * * * * * *
0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0

* * * * * * * * *
2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 0 0 4

* * * * * * * * *
0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0

* *
2 1 2 2

0
a a A a a B a a C a a D a a B a a D a a E a a E a a C
a a E a a C a a E a a D a a E a a E a a B a a a a
a a B a a D a a E a a E a a D a a A a a B a a C a a E
a a B a a

+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + =
+ + + + + + + + +
+ * * * * * * *

2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 1 1 4
* * * * * * * * *

0 0 0 1 0 2 0 3 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0
* * * * * * * * *

2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 2 2 4
* * *

0 0 0 1 0 2 0 3

0

0

D a a E a a E a a C a a E a a C a a a a
a a C a a E a a C a a E a a E a a B a a D a a E a a C
a a D a a A a a B a a E a a E a a B a a D a a a a
a a D a a E a a E a a

+ + + + + + + =
+ + + + + + + + +
+ + + + + + + + =
+ + + * * * * * *

1 0 1 1 1 2 1 3 2 0
* * * * * * * * *

2 1 2 2 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 4 3 3 4 0
B a a E a a C a a E a a C a a E

a a E a a B a a D a a B a a C a a D a a A a a a a

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

+ + + + + +⎪
⎪ + + + + + + + + =⎩

 (25) 

显然，上述所需满足条件的方程组比较复杂，

其未知量较多，不易求解。而利用本文所提出的构造

方法则能够避免上述方程组过于复杂，求解困难

的问题。本文所述构造方法只需满足条件 2 2N a b= +
（N 为素数即可），与文献[16]方法相比，显著地

降低了利用分圆类构造完备高斯整数序列的复

杂程度。 

5  结束语 

本文提出了一类完备高斯整数序列的构造方法。

表 3 不同长度完备高斯整数序列 

自由度为 3 的完备高斯整数序列 自由度为 5 阶完备高斯整数序列 

f 2 1p f= +  ( ),a b  f 4 1p f= +  ( ),a b  

2 5 ( ) ( )1, 2 2, 1± ± ± ±  1 5 ( )( )1, 2 2, 1± ± ± ±  

3 7 不存在 3 13 ( )( )3, 2 2, 3± ± ± ±  

5 11 不存在 4 17 ( )( )1, 4 4, 1± ± ± ±  

6 13 ( ) ( )3, 2 2, 3± ± ± ±  7 29 ( )( )2, 5 5, 2± ± ± ±  

8 17 ( ) ( )1, 4 4, 1± ± ± ±  9 37 ( )( )1, 6 6, 1± ± ± ±  

9 19 不存在 10 41 ( )( )4, 5 5, 4± ± ± ±  

11 23 不存在 13 53 ( )( )2, 7 7, 2± ± ± ±  

14 29 ( ) ( )2, 5 5, 2± ± ± ±  15 61 ( )( )6, 5 5, 6± ± ± ±  

15 31 不存在 18 73 ( )( )8, 3 3, 8± ± ± ±  

18 37 ( ) ( )1, 6 6, 1± ± ± ±  22 89 ( )( )8, 5 5, 8± ± ± ±  

20 41 ( ) ( )4, 5 5, 4± ± ± ±  24 97 ( )( )4, 9 9, 4± ± ± ±  

21 43 不存在 25 101 ( )( )1, 10 10, 1± ± ± ±  

23 47 不存在 27 109 ( )( )3, 10 10, 3± ± ± ±  
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该方法通过 2 阶和 4 阶分圆类能够构造出自由度为 3
和 5、序列长度为奇素数的完备高斯整数序列。根据

完备序列经 DFT 得到的谱序列为恒模序列的性质，

首先采用分圆类构造序列 s(t)，通过对其谱序列在零

时刻进行补值，使其成为恒模序列。再将该谱序列进

行 IDFT 得到时域序列，则该序列即为完备高斯整数

序列。该方法与同类方法相比具有构造方法简单的优

点，通过对序列在频域进行操作，解决了利用分圆类

构造高斯整数序列时计算量大、非线性方程组不易求

解的问题。从目前情况来看，具有高自由度的完备高

斯整数序列构造方法并不多，本文方法仅得到了自由

度为 3 和 5 的完备高斯整数序列。因此研究具有更大

自由度的完备高斯整数序列是一个有意义的方向。 
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